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l 

Aufstellung . der Dispersionsgleic}n,n[:. -1.:ür e.in Zweikomponenten'"".' 

plasma. .:für beliebig orj_entierte statische elektr. und magnet. Felder · 

Zusammenfassung: 

Für ein Plasma aus Elektronen und Defektelektronen in einem 
unendlich ausgedehnten Kristall wird die 
chung.für beliebig orientierte statische 
Felder aufgestellt. Die Spezialfalle v 

Dispersionsglei- . 
elektr. und magnet. 
~ ~ 

11 · ~o ,w,iJ, v ..L Yo 
werden für transversale und longitudinale Wellen angegeben. 
Es wird gezeigt, daß die in der Literatur übliche· quasistati·-

·' 
sehe Näherung a.ls Spezialfall enthalten ist. 
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Einleitung 

Die von ,PmEs und. SCHRIEFF~ '[1] vorausgesagte· longitudina
le Zweistrominstabilität ließ sich experimentell bisher noch 
nicht verifizie.ren, weil man keinen Halbleiter· fand, für den 
· IV:/"> 119 ( 'lro =. Driftgeschwi~digkei t der Teilchen, 1To = ther-
mische Geschwindigkeit der Teilchen) gilt. BERNSTEIN ['2] und 
HAZEGAWA [3] zeigen, daß ein transve.rsales magnetisches Feld 
die Landa~dämpfung unterdrücken kann. Es. ist nun das Ziel die-

. . 

ser Arbeit,·den Einfluß eines konstanten Magnetfeldes unter 
bel. Winkel zur Bewegungsrichtung der Teilchen zu berechnen. 

Aufstellung. der Dispersionsgleicnung 

Es wird ein unendlich ausgedehnter Kristall bet:r;achtet, :•in. dem 

sich Elektronen,und Defektelektronen frei bewegen können. Der 
Einfluß des Kristallgitters auf die Elektronen und Defektelek
tronen wird durch die effektiven Massen -m, und -»{" beschrie
ben, die Wechselwirkm1g. der Teilchen mit den Phononen und de.n 
Störstellen des Kristalls durch die Stoßfrequenzen Ye -un~. v1i. 
Die thermische Energie der· Teilchen wird in der hydrodynami-· 
sehen Näherung durch die orts- und zeitunab.hängigen· thermischen 
Geschwindigkel ten Vut und 11"oi. beschrieben„ Zur Aufstellung 
der Dispersionsgleichung kombiniert man die MAXWELL'schen Glei-
chungen (3,4) mit den Kontinuitätsgl:eichun.gen (5,.6) und den Be
wegungsgleichungen der Teilchen (1,2). Die.ersten beiden Terme 
der Bewegun6sgleichung beschreiben die totale Ge schwindigke·i ts
änderung der Teilchen, 'der dritte Term ist ein Reibungsglied, 
das die Streu".lllg berücksichtigt. Im vierten Term wird der Druck 
der Teilchen (proportional zur Temperatur oder zur Diffusions~ 
konstanten D) analog zum Druckterm der Hydromechanik behandelt.· 

n = Elektronendichte 

p = Defektelektronendichte 

J = ~eilchenstromdichte 

E = elektr. Feldstärke 

B = magnet. Feldstärke 
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Es wird da~ Verhalten des · Syste_ms gegenüber einer eingekop-

pel ten monochromatischen Welle tint_ersucht (Fouriertransfor
mation: (r, t ) ~(1, cJ ) • -. U~ ~lie .Gl~ic!lungen . zu linearisieren, 

werden die . variablen Größen· i~ einen stationären und einen 
. . ..) . 

kleinen. Wechselanteil · der Form A,;,, exp(,i(tJ t,-1~)) zerlegt 
-(8 - 13.). 

·· · Es gelten . dann , die Operatorgleichungen: 

Das Gleichungssystem zerf%ill t dann in: eJne·ß stationären · 
:Antei·l · und einen Wechselanteil. -· Der stationä~e · .A:n:teil gibt -
die Driftgeschwindigkei t der Teilchen an, -bei _ vorge·gebenen 
beliebig orientierten elektr. und magnet • . F'eldern. Ohne Ein-

. . . . . 

schränkung der Allgemeinheit sei daä s.tatische magnetische 

Feld in z-Rich tung ( s. Skizze; :, f; ·-= { 0, O, jr, )} 
·\ . 

(1s) 

Aus ( 15") folgt dann mit den Definitionen ( 1,) 

b = t !ßa c.Jtt Verhältnis Zyklotron-
-= frequenz zu Stoß-11tt Vt Ve .f'requenz 

(At) ~Ct -= - _d_ . <.J,k : ~ .ZYklotronfreq uenzen 
'»lit 11t4 

~-: 

/t = /e f )'h l12 I -l3eweglichkeiten . = ,m, Vt 
'»11t "" 

1 

il • 
y 

<'. -
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die Gleichung (17) für den stationären . Fa11 · 
1 . 

1 . 

4 iJ 
0 A-4-i,?- //,th-i. 

b - ~ ,,,, 
0 A -1- .b„ A 41,1. 

0 0. ·1 

. . 

Für den Wechselanteil erhält man folgendes Gl'ei~hungssystem: · 
. . 

. . 

-j;. r1 x f) ~ r + ,,[. J°"' t 
ß~_ : i ( 1 X Erv) 

) 
. (11) 11011.¾:) 

'l'l,.,"' fw- J·;;/;o) 
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Für die Vereinfachung des Gleichungssystems wird folgendes 
. . . . . · ~ 

Koordinatensyst~m eingeführt. Der . .lusbrei tungsvektor A habe . . .... 
nur eine z-Komponente •. ·Die magnetische .Feldstärke '80 . liege in 
der yz-Ebene und habe zur z'-Achse· den Winkel • Es wird nur 

_i, 

der Fall untersucht, daß .. J. // V:., · II 'Vt" ist. 

~ ~. (°) ,f = i ~. -

1! 
11, •• v..(v (~,) 

y 

1,(sfo) ·-<B.,: 
. (4')0 

't' 

Dann gilt für das Kreuzprodukt: 

0 ur, 0 -J~0 ' 
(:1.1,) . 

--l. = ~ x ~· '¾,.,X 1o -= 'B:,. X. 1Ji,., -[fl, G ö 0 
) 

s~ e 0 0 

Führt man das ·dyadische Produkt ein, so kann man folgende 
Vereinfachung ·vornehmen: 

c"' a,4 t -+ r~a~ b.; +- r◄ q1b1 {,,, Q" .. (Jli {1 (JJ h„ 

(t.];J, t -=' li. 0.J~ + CL o.i.bi + C2.a.,b1 - r2. a„ Ci q2. c2 a1 bi 

c1 aJ-1 t C3- Q i hl. f {7 0.1 h3 {1 Q,f {j Ql. {ll'J b, 
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- ) ~ 11 ~= ( 1 ¼,V i = < /:¼~ = 1. ol · ~-- 0 0 0 = 
(~1) 

o(. = 0 0 0 

{ 1 ~--) ~~ = <1 V:t> ·~,. = i1löe -~ '.lfe., 0 0 i 

Es . sei I =(! !f) die Einheitsmatrix. Dann kann man das 
Gleichungssystem (18-24) mit Hilfe der Relationen (26), (27) 
umformen, Einsetzen von (22) (?3) in (24) ergibt: 

Aus (20) und (21) ergibt sich andererseits: 

~ 

}~ = - ; * }( (1 X tJ - u, j „ l 

~-jl,)~. [1(1.(J-tEJ-u./wl 

r19J = -; 4)
1
,. [ !/ ;_ + r ~€, - l/r J. t ~ 

Durch· Gleichsetzen von (28) und (29) erhält man . eine Glei-
~ ~ 

chung, die f ~ ini t 'Vi..., und ,rk... verbindet. 



.. ·2. . l 

(1u) Wir d~:finieren •. t),.p,:.. ; l7; · • und l()~t. = · ~ Pt ~ . 
· t 4 .,, · - lio..,.. 

· frequenz,en d~r Elektronen bzw. de+ Löcher. 
· (1iJ) den · ZyklotronfreqUenzen sind . . cJ,, ,.. .;. '" 't 

. . . . . . 'me . 

Ferner sei 

_Q~ 
. A 'ITto -i ve 1' <,.) -

_fl t, IN ·- A ~~ -. j Vtt 

(32) 
J. Veo 'Be ' w -. 

i~ - (.J - J "fi.o 

als Plasma

Die entsprechen-
. und ~,,. .., lel 1?,, 

1t1t„ 

Durch Einsetzen von (21) in Gleichung (18) und (19) erhält 

man: 

(33) 

Die vollständigen Gl. (18) und (19) lauten dann: 

(1~) { .J1e I ,- l. //· -
+ i c.i„ YJ iN -J ~. -f Q,. t 0 1Toe ol -

tglt 

[ 12~ r l. .ß. l. -
+ j tJ(~ x ] Vi. .. . e, ~ = V12b 

..... 
(1J) . . 

ol Q~· E,,_ -= 0 
'B1t + J '»'lt CA) 
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Das Gleichungssystem besteht ;ietzt nur noch aus' den drei 
Gleichungen (34), (35} und. (29) mit den drei Variablen 
E ~, t.,, und -ifi.... • Um i/,_,.;, und if 1v- zu. eliminieren muß 

nun die Inverse Matrix der Matrix Ae 
. ~ 

= ..aa I - 'llo~~1. d.. 1" j /Jcc K, 
bzw. Ai. gebildet wer~en. Es 

· sei 

(X -,:' Sle 

(Jb} . b-::: -i.Jt 1T11t 

ie 

a ·) lJce l(;? 0 ~J Wu St&t 0 
= 

Dann .1.st A~ ::: -j Wce ~~0 a 

(n-) j tJce s~e a-b 

Die . inverse.Matrix er.gibt sich zu: 

I 
I 
! 

I 
a ( u -/;) -J Wt, Co, 0 fci-b} 
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Aus (34) und (35) fo]g~nmit (38) die Gleichungen (39): 

Durch Einsetzen von (39) i11 (29) ergibt sich die Endgleichung (40) 

(fa) 

Dieses homogene Gleichungssystem hat dann und nur dann von Null 
verschiedene Lösungen, wenn die Determinante des Gleichungssystems 
verschwindet. Mit den Abkürzungen (41) argibt sich die Determi
nante (42) nach Zwischenrechnung. 

N, == ( w - 1 v-;o. -
1
)· v)( w ·- 11 Via ) - 1ro~ J 2. 

~-

L· 
-= _____ ....,.r,J.,._f,_,e..___ _____ _ 

Ne { .Q~ - IN~,} ·- ~: // W~e ri//) 

(
l. 

1 -== 



E ..oQ ]C{ NQ 'PQ - ~? + 1.r1 ~ 
Q 

un 0 ·2 CJca. 'BQ Na. PQ 
Q 

· - r~ ft ·l:" Wer,. . .Da rge1 •'j)Q 
. 0. 

._;, , 

illispersionsgleichung (allgemeiner Fall) 

un 0 · '2. wca la. ~ 7Ja 
f,( 

2 (n~ ~~ Na 'Pa - ~~Q ~:i s;/0)-{J\J/_~/-
o.. 

. - 2. (i) /j) -s,1,«GLtn0·2. cJ," bl).rCl 
Q. 

- r~ 0 · 1" LJ,C>. QQ fc, 1ct 
a 

-0 

1 

- f~ G (Qi 0 L w,~ f c/1& 11 = o 
Q. 

[ ( n: -~c\. ~/& )t - 1 
Cl 



~. 

11 -

Diese Disper~ionsgleichung kann nicht in geschlossener Form 
ausgewertet werden •. Eine numerische Auswertung mit Hilfe 
eines Digitalrechners ist bere·i ts in Angriff genommen wor
den. 

Es soll nun gezeigt werd~n, daß ci.iese Gleichungen, die be
kannten Gleichungen uer longi tu,~ina~ en Zweistrominstabilität, 
die Helicon- und van Alven-Welleh sowie das Verhalten eines 
Zweiko1,1ponentenplasmas in der V'oj.gt-Anordnung als Spezial
fälle enthält. 

Durch uas Verschwinden der gemischten Glieder r~0-~0 zer
fällt die '3 -Determinante in eine 2-Determin~nte für die x-, 
y-Komponente ' der elektr. Feldstärke und eine 11 1-Determinante" 
für die z-Komponente. 

1a) Longitudinale Zweistrominstabilität 

Für den longitudinalen Fall erhält man die Gleichung: 

I 'i)Q ( ~~ - w~(A ) - 1 - 0 
ll 

+ Cy~~ t +- - ... 0 
(, Ali. 

· l . t 

------=/,J...,:..,------ r 4>e4 -:: 1.. 
( lv - ~~ ½_ -j Vt) { W ·- 1Jl c . .i) ·- 110 ~ ß._ 2. ( I.J - ~o .ß -j 

1

Vk }( fJ ·- ~o .i) -lföt t._ L 

Gleichung (43) ist die bekannte Gleichung der longitudinalen 
Zweistrominstabilität nach FINES und SCHRIEFER. Man sieht, 

-> 
· daß das Magnetfeld 1]0 keinen Einfluß hat. 
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1b) Transversale Wellen: Helicon- und van .Alven-Wellen 

Man erhält die folgende Determinante: 

I 
D. 

l 
w - L 1 

Q (w - i Vao -j Va ~ , vJca } 

Gleichung (45) ist die bekannte Gleichung für die Helicon
und van-Alven-Welle eines driftenden Zweikomponentenplasmas. 
I 4J, I 5] Durch Näherung für eine Teilchenart und cJc, >> -~, tJ, 9v,, 
erhält inan die Dispersionsgleichung der Heliconwelle. 

·-

2.) 0 =- 90° WOIGT-Konfiguration 

Die Determinante zerfällt wiederum in ein Produkt zweier 
Unterdeterminanten. 

~ -
2a) Ordentliche Welle, rein transversal, E,., flfo , Ey.,.. =f 0 

Man erhält die Gleichung: 

L rpet (SJ. Q A/[l fct - W~« t,l.) 
a. 

( L Ld,} 0 
(,J - c. ' = 



v.?re ( w - y-;,,, g) 
{ W - Veo A. - i \lii ) 
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+ . ("~ ~ {(A) - l¼n .& ) 
{ w :_ 'IT,.., JJ -j Y1. ) 

Die .Dispersionsgleichung· ( 4 7) ist unabhängig vom Magnetfeld 
und der · thermischen Geschwindlgkei t ·'Ire • 

. . . . _., ....i. -L ..... . ...... 

2.b) Außerordentliche Welle: b,.. l{f0 , E;...l f 0 , E„ hat eine . . ,_; 
longitudinale und eine transversale Komponente (f1,., -:f:0 

1 
Et,,_ -t o) 

Es ergibt sich folgende 2-Determinarite: 

-::0 

Für 'lroe .= V-oi.. = O vereinfacht sich (48) zu: 

Für unkompensiertes Plasma (nur Elektronen) erhält man mit 

der Voraussetzung t,,1 » Ve! und der Abkürzung 

..tle - r;,\e · = fe die folgende GleichUJ.,g ( 50) 

(so) - i] - ::: 0 

Sie ist identisch mit der Gleichung (51) aus der Arbeit von 

H. PÖTZL [6} • 
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wobei folgende Relationen benutzt wurden: 

Eine Diskussion dieser Gleichungen findet man bei f5J . und [6] • 

Näherung der Dispersionsgleichung für kleine Winkel e 

Man kann für kleine Winkel O eine lfäheru.~g der Dispersions
gleichung angeben ( 54). Die trigonometischen Funktionen in 
den einzelnen Koeffizient.an der Determinante werden ·dabei in 
eine Reihe entwickelt und Glieder von 2. Ordnung vernachlässigt. 
Dan.n gilt: 

5 ;it u - 0 
l.61 G -1. 

S;-4/0 -::;. . Q 

c,0,,10 _,, i 
s~Ow,G -, 0 

l rJ r,a 

Die Dispersionsgleichung hat die Gestalt 

l.. 
C.Jp9 

wobei DHelicon die linke Seite der Gl. (44)' und_ Dzweist;om die 
linke Seite der Gleichung (43) ist. Ein analoges Ergebnis erhält , 
man, wenn man _die Dispersionsgleichung nach ·rJ = 9/l- /) . entwickelt. 
Ein .weiterer Spezialfall, der ei~e leichte Vereinfachung zuläßt, 
ist der Winkel 0 = qft> , da dann sin O = W1 0 ist. 

Eine eingehende Diskussion der Winkelabhängigkeit ist aber nur 
dann möglic~, wenn man die Dispersionsgleichung auf einem Digi
talrechner numerisch auswertet. Erste Schritte in dieser Ric~tung 
sind bereits unternommen worden. 
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Quasistatische Näherung 

In der Literatur [7] , [5] , [3] ist es üblich, die 
MAXWELL' sehen Gleichungen. dadurch zu vereinfachen, daß man 

. . ~ . - . . 

- 'Y'Ot E"' .... 0 set~t. Dieser Schritt ist unter der Bezeichnung 
'·'.Quasistatische li"äherungll_ . oder "La.Iigsame Wellen-NäJ:i,erung" 

~ 

bekannt. Das Magnetische Wechsei.feld 8,.. ist dann nach 

Gleichung (21) g~eich Null und aus 1x l"' - o . __,. _.. ~ 

. daß · · Ä. // E.... · 1 
: ist. f,,., hat dann nur noch eine 

und die Determinante (42) reduziert sich auf' das 
Man erhält dan~ .folgende Gleichung: 

(s-a) 

folgt, 

z-Koin.ponente 
(3.3) ElelJlent. 

Die Gleichung (58) entspricht der allgemeinen Dispersions-
gleichung (42). Sie ist identisch mit der von BERS 9:I1gege
benen Gl. -17 in seinem Artikel ["7] 

..Q_ Q.l - <,.)\,,. VJJ t & 
....ar.'- - ty'-c c. 

l l0 w (Ct . c.o, 

i_ 



[4] 

[1] 

[3] 

I~l 

[SJ 

[b] 

[1] 

17 "." 

FU:c 0 = 90' ergibt sich die Gleichung von HAZEGAWA [3] i [5] • . 

+ 1 = 0 

D·ie Gleichung (59) . ist. ein Spezialfall der außerordentlichen 
Welle in . der W0IGT-Konfiguratio~ (48), bei der nur- die longi
·tudinale Komponente ungleich Null ist.(.~~- •0, El._ + O )' 

Ich danke Herrn Prof.Dr.-Ing. H. Jungfer und- Herrn 
Prof.Dr.-Ing. F.W. Gun d 1 ach für die Anregung zu 
dieser Arbeit und fü.r fruchtbare Diskussionen. 
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